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1. Introduccién

David Bohm, en el capitulo octavo de su ligoantum theoryeflexiona sobre
la continuidad del movimiento. Observa alli queestitas ideas mas elementales sobre
la posicion parecen implicar que si un objeto pogea posicion bien definida en un
determinado instante, no es posible que esté efmiento (Bohm, 1951). Retomaba
con ello una antigua discusion: la de la infiniteigdbilidad del espacio y el tiempo y
sus paradojas.

El objeto del presente ensayo es contribuir dueigacion del problema de la
naturaleza del espacio en el contexto de la mez&niéntica. Defenderemos la tesis de
que resulta heuristicamente ventajoso considemetjaspacio propio de las entidades
cuanticas es de caracter discreto. Argumentarereslajhipotesis del discretdgla
llamaremos asi por contraposicién ahi@détesis del contingono implica cambios
sustanciales en la mecanica cuantica Yy ofrece awrtanconceptual adecuado para
comprender el éxito obtenido con el empleo de agetterramientas matematicas
utilizadasde hechaen la aplicacion de la teoria.

El trabajo se estructura del siguiente modo. Emar lugar, sefialaremos
algunos de los antecedentes de la hip6tesis daketls propuesta originalmente en el
marco de la teoria por Heisenberg. En segundo ,lygyasentaremos un ejemplo de
como al trazar el limite de la teoria con la mew@ntlasica, se presentan ciertas
dificultades con la funcion de Wigner cuya solucibabitual implica incorporar
herramientas matematicas aparentemadtboc Argumentaremos que la adopcion de
la hipotesis del discreto puede resultar alli fsigamente beneficiosa: con ella la

utilizacion de dichas herramientas resulta tantonprensible como justificada.
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Finalmente, sefialaremos a algunas de las consegsi@fteriores que podrian extraerse
de la hip6tesis y sus posibles desarrollos.

2. El espacio y la hipotesis del discreto

La fisica moderna, casi sin excepciones, califimlaespacio como ‘continuo’.
Esta idea de continuidad surge de la considerad®ia existencia continua de una
particula material en el tiempo y el espacio. Taftipula, no podria pasar de una
posicion a otra sin describir una linea continuagleespacio (Maxwell, 1954, Pag. 6).
En otro contexto y a partir de reflexiones simsales griegos arribaron a las conocidas
paradojas eleaticas como las de Aquiles y la tartudp de la flecha (Borges, 1998) .
Seria, sin embargo, una labor extensa e injustificel trazar aqui, siquiera
esquematicamente, la evolucion del concepto decesjpiesde la antigledad hasta
nuestros dias. En consecuencia, nos limitaremosiorar la aparicion de laipotesis
del discretoy su parcial adopcion en el contexto actual deéetaia cuantica (para
referencias sobre el desarrollo del concepto dacgspemitimos al lector a Jammer
1993).

Desde el punto de vista historico, la idea d& geometria discreta del espacio
fue concebida en el &mbito de las matematicasRpemann a fines del siglo XIX.
Roger Penrose (2004, Cap. 33) sefala la existaautizal de un gran numero de
geometrias que incorporan elementos discretos. €xaahn particularmente los
desarrollos del matematico Ahmavaara quien sugeEmplazar el sistema de los
nameros reales, fundamental en las mateméticaa fisita convencional, por algun
campo finito F, y de Raphael Sorkin, de acuerdo quien el espacio tiempo podria
concebirse en términos de un conjunto discret@msjyemente finito, de puntos en los
cuales la nocién deonexién causaéntre puntos seria la nocién fundamental (Penrose
2004, P4gs. 958-9).

En el ambito de la mecéanica cuantica, la incomaérade la idea de un espacio
de caracter discreto con una “distancia minirhg'fue propuesta por Heisenberg en el
afio 1938 en un intento por obtener una represéntaimplificada de la mecanica
cuantica a fin de tratar algunos problemas en reldictamica cuantica. En la década
siguiente la idea gozé de cierta popularidad sieamtliptada por diversos fisicos entre
los que se cuenta Arthur March (Jammer, 1993).

De Broglie (1949) sefiala, adhiriendo a ideas esgutas por Niels Bohr, que
dadas las restricciones cuanticas, la idea de iespantinuo de la fisica clasica no



puede ser aceptada en el terreno de la mecaninticaud@ohr y De Broglie sostienen,
sin embargo, que incluso siendo aquel un marcoematio, el espacio y tiempo
continuos de la fisica clasica constituyen las amicategorias que poseemos. Bohm
(1951) observa correctamente, que son nuestrdisietadel sentido comun o la teoria
matematica, y no la fisica clasica, las que dgbpoederproveernos de nociones mas
adecuadas. En cualquier caso, tales ideas redaltaadecuacion conceptual de la idea
de espacio continuo en mecéanica cuantica.

Sin embargo, parece necesario reconocer que faaaa@n de la hipodtesis del
discreto implicaria un cambio drastico en las mateas de la fisica teorica. Por solo
mencionar un ejemplo, las ecuaciones diferencidgdseran ser reemplazadas, lo que
supondria grandes dificultades practicas. Volvesersgbre estas cuestiones en la

seccion quinta.
3. Limite clasico y Funcion de Wigner: algunos prolemas

La seccion anterior tuvo la intencion de sefaapdsibilidad de concebir un
espacio de naturaleza discreta en el ambito de deamca cuantica mencionando
algunas de las dificultades mateméticas que deredultarian. El objeto de la presente
seccion es plantear el problema de la funcion dgnetiy algunas de las estrategias
empleadas en su tratamiento. Para ello comenzaresimzando brevemente algunos
de los rasgos de las mecéanicas cuantica y cldsiego no referiremos al limite entre
ambas mecanicas. En tal contexto podremos presehtaencionado problema con
mayor detalle.

3.1 Mecénica cuantica y mecanica clasica

La mecénica cuantica puede desarrollarse a pagtididersos formalismos
matematicos. De acuerdo con la version mas usliagstado de un sistema, la
evolucion de dicho estado y las magnitudes fise&cé$ asociadas son definidas en un
espacio vectorial particular denominadspacio de Hilbert(acerca del espacio de
Hilbert y el formalismo de la mecénica cuanticaVen Neumann 1949)

Cada propiedad fisica que el sistema puede ptisaerasociado un observable

especificoé gue pertenece al espacio de Hilbert dual de H,Rdra calcular las

magnitudes de interés fisico se realizan operasicmgebraicas a partir de los



mencionados operadores. Asi, por ejemplo, el valedio de la magnitud fisica

representada po® para un sistema en el estagg se calcula como la traza del

producto de ambos operadores de esté@; :Tr(ﬁé). Del mismo modo, puede
Yl

calcularse probabilidad de que la propiedad fisggaesentada por el observaltle
adopte un valor particular.
El estado de un sistema cuantico dado tiene akbaiaa clase especial de

vector (u operador)p que pertenece al espacio de Hilbert H y cumpletasie

condiciones: es un operador auto-adjunto, unitade traza 1 (Ballentine 1990). En tal
vector se encuentra consignada toda la informami@nes posible tener sobre el sistema
en cuestion. Para desglosarla, es menester h#tiraruotra clase de operadores
llamados observables que también son operadoresadjuintos.

La evolucion del estado del sistema viene dada lpoecuacion de Von

Neumann-Schrddinger:(;—"t):%[I:I,,&] , siendoH un observable particular llamado
[

Hamiltoniano del sistema (Omnes 2002). De este mladmecéanica cuantica ofrece
para el sistema un algebra asociada a su espatidbdet respondiendo a la ecuacién
de Von Neumann-Schrddinger.

Analogamente, la mecanica clasica puede representde acuerdo al
formalismo Hamiltoniano, de acuerdo con el cualsistema fisico tiene asociado un
espacio que no es vectorial, sino un espacio sotiptéde dimension par, llamado
espacio de las fasekas variables de este espacio son las posicilEsmomentos de
los sistemas bajo estudio. El estado de un sissemrapresenta por un punto en dicho

espacio con cual su posiciog )Xy momento @) quedan determinados. Este punto
puede ser representado mediante una distribucidenma#ica p(q, p ) en donde las

variables simplemente indican las coordenadasudgbpen el espacio de las fases.
De acuerdo con esta representacion, la evolu@bsistema viene dada por las

leyes de Newton que, en el lenguaje de los corshéée Poisson, se reducen a la
ecuacién%:—{H,p}, siendo H una funcion particular llamada Hamiltoniano del

sistema.
Las propiedades del sistema se asocian a opesadefiaidos en el espacio de
las fases y sus valores se calculan realizand@oipaes matematicas sobre el estado



del sistema y los operadores. De este modo, la muec&lasica tiene un algebra
asociada al espacio de las fases y responde adaiéa de Hamilton.

Esta representacion de ambas mecanicas tienatla Wle que presenta de
forma analoga las ecuaciones de las mecanicasicudntlasica, lo cual es ideal para

establecer el limite entre ambas.
3.2 El Limite clasico de la mecéanica cuantica

De acuerdo con el llamado principio de correspooidey aceptando que la
mecanica cuantica es una teoria mas fundamentalaqc@sica, deberia ser posible
recuperar las leyes de esta Ultima a partir deléala primera. El contacto entre ambas
teorias se realiza a través dedaria de deformaciones algebraicasgun la cual es
posible deformar un algebra hasta convertirla es através de algun operador. Esto es
justamente lo que se pretende en el caso detlatditico (sobre el problema del limite
clasico ver

El operador utilizado en el caso del limite enstivea es el denominado
operador de Weylﬁ(q, p,g, P), que es una funcién de las variables clasicagigosi
(q) y momento (), y los operadores cuanticos de posicign ¥ momento ©). Este
operador se define en el espacio de Hilbert y sgifin es asociar objetos del espacio
de Hilbert con objetos del espacio de las fasesniEino esta construido de modo tal
que aplicado a la ecuacién de Von Neumann-Schrédiagoja como resultado la
ecuacion de Hamilton. Esto es:

s (dp_1[s W) d
D(q. p.G. P) * [d—’:=5[H,pD - d—f=-{H,p}

Si se aplica este operador a un estado cuandiceesulta una distribucién
p(q, p) que habita el espacio de las fases y se denomntadh de Wigner (Campos
2005). La distribucion no es ya una distribuciomtpal, como ocurria en el caso
cldsico antes mencionado, sino de una distribucidm volumen que se interpreta
idealmente como una distribucién de probabilidasl.dEcir, dado un estado cuantico
0, que segln la cuantica no tiene posicién ni momdefinidos, se pretende obtener
una distribucion de probabilidad en el espacioagdefdases que de cuenta de cual es la

probabilidad de que el sistema tenga definido whodaar de posicion y momento



clasicos. Siguiendo este esquema se puede obtefigrite clasico recuperando las

leyes de la mecanica clasica.

3.3 el problema de la funcion de Wigner

Aunque el procedimiento para obtener la funcionWigner fue considerado
exitoso durante algun tiempo, cuando el formalisseoaplico a ciertos sistemas de
interés y se observo que en algunas regiones &@ofuadopta valores negativos. Este
resultado dificulta interpretar la distribucion ebida en términos de una densidad de
probabilidad por motivos obvios: toda probabilidkbe ser positiva.

El modo usual de salvar esta dificultad se basla simple observacion de que
las regiones de probabilidad negativa son acotadasvolumen casi nulo. Es decir: las
distribuciones obtenidas son funciones positivasepto en las cercanias de algunos
puntos donde aparecen picos negativos muy agudoedion que ocupa uno de estos
picos es realmente muy pequefia, de hecho tienexti@asion del orden de la constante

de Planck h=10%cm.).

En este punto las reacciones de los investigadquesutilizan estas técnicas
para estudiar sistemas de interés que tienen atwrekperimental, se dividen en dos
clases. Algunos optan por ignorar completament®segticos negativos en la
probabilidad, esto es, recortan los picos negatyitms reemplazan por cero. Dado lo
agudo de los picos, las regiones en donde se antifiaialmente la probabilidad son
despreciables y las predicciones que se obtienemspomnden con las mediciones
dentro del margen experimental razonable. Otrossitigadores, mas preocupados por
la prolijidad y consistencia conceptuales, obsemvajue es posible realizar un grano
grueso sobre la funcién de Wigner. O sea, dividliespacio de las fases en una
cuadricula con celdas de tamafno del orderh depromediando los resultados de la
funcion de Wigner en cada celda. Dada la magnimi@éste grano grueso, la funcion
obtenida es casi igual a la funcion original. Sinbargo, la funcién resultante queda
definida positiva permitiendo interpretar sus heslos como una probabilidad.

De este modo aplicando el operador de Weyl y luegbzando el grano grueso
en el espacio de las fases se obtiene una derdgdprbbabilidad positiva (funcion de
Husimi) que es adecuada para construir el limiésicb. En los articulos donde se
utilizan estas técnicas se construye la funciérHdsimi del modo descrito en un

espacio de las fases continuo y se piensa al ggameso como un procedimiento



matematico cuyo fin es eliminar los picos negatideda funcion de Wigner sin atribuir

un significado fisico a dicho recurso matematico.

4. Valor heuristico de la hipétesis del discreto

En la seccién anterior hemos planteado la dificljue se presenta en el caso
del limite clasico para interpretar la funcion degkér en términos de probabilidad.
Sefialamos alli que la utilizacion de la funciorHiesimi introduce un grano grueso que
permite lidiar con tales dificultades. Sin embargb.éxito en la utilizacion de esta
ultima ante el fracaso de la primera no parecer teméundamento fisico solido, con lo
cual la implementacion de la funcion de Husimi pre¢a el aspecto de no ser sino un
recurso matematico taad hog si bien mas elegante, como el recurso de la rdiondn
explicita de los picos negativos. Retomaremos aleoreuestion de la hipotesis del
discreto tratada en la seccidn segunda.

Considerando las dificultades matematicas que itmpla geometria de un
espacio discreto, la mayor parte de los fisicoxdr@inuado utilizando la geometria
continua hasta la actualidad. Pero ello no supamedg este modo se haya resuelto el
problema conceptual denunciado por de Broglie. Ceaitala de forma polémica Max
Jammer, a quien hemos seguido en el desarrolistds euestiones: “Asi, el espacio
continuo continda prestando un valioso servicigjuso en fisica nuclear, pero solo
como una ficcién conveniente para la matematizaesbadistica de la realidad fisica”.

Asi, al parecer, nos encontrariamos ante un diléhoa un lado, es posible
conservar formalmente la idea de un espacio dealena continua y seguir haciendo
uso de los recursos matematicos que tal espaaiitpeel costo es una gran oscuridad
conceptual. Por otro lado, es posible adoptardathsis de un espacio discreto; el costo
es un aumento considerable en la complejidad demédematica a emplear.
Esbozaremos ahora algunos motivos, vinculados emmp desarrollado, para
inclinarnos por la segunda de las opciones mendama

Algunas de las dificultades conceptuales dendasigor De broglie y Bohr, y
la justificacion de la utilizacion de la funcion He&simi como algo mas que un recurso
ad hocposeen una misma solucién: la hipotesis del discre

Resulta curioso el papel que juega la constantPlaleck en el grano grueso
empleado en el limite con la mecanica clasicagugsstivo que aparezca como tamafo

fundamental del espacio. M&s curioso aun resulealgumismo ocurra suceda en el



procedimiento analogo que se realiza habitualmesta hallar el limite cuantico con la
termodindmica. Y una extrafiisima casualidad qu2add que dos particulas cuya
distancia es menor quigno pueden ser distinguidas por experimentos daatiidn,|,
deviene en una distancia universal. La distanctee gparticulas es, después de todo,
siempre un multiplo dd,. La aparicion reiterada de en la fisica atomicauda
distancia del orden de 1 cm, como en el radio clasico del electron, el radgdas
fuerzas nucleares, o la energia critica d& eléctron-volts, correspondiendo a una
amplitud de onda de I¥ cm, lleva asumir que esta distancia puede setifitea con

lo.” (Jammer, 1993, Pag. 188).

Adoptada la hipotesis del discreto, todo esto dejaesultar curioso, y aparece
como una consecuencia natural. Asumiendo la hijgodesque el espacio es discreto en
tal escala, se comprende bien el éxito de la ®umde Husimi y el fracaso de la funcién
de Wigner. La herramienta matematica encuentrar@sijustificacion a partir de una
hipétesis fisica sobre la naturaleza del espacige ydistingue de la eliminacién
arbitraria.

Conviene agregar dos consideraciones finales.riameplugar, que la adopcion
de la hipotesis del discreto de por si presentanalg desafios conceptuales. Es decir el
abandono sugerido de al idea de que el espaconéisuwo, si bien resulta ventajoso, no
soluciona por si solo los problemas conceptualescaale la naturaleza del espacio del
mundo cuantico. En segundo lugar, que parte deldil planteado mas arriba es un
tanto engafioso. Adoptar la hipoétesis del discretanplica necesariamente renunciar a
la matematica del continuo. En al medida en queesgerde el caracter heuristico de
una concepcion discreta del espacio cuantico, demmica del continuo puede
utilizarse como herramienta util; sélo hay que tgmesente que no es otra cosa que

eso0, una herramienta.

5. Conclusiones

Recapitulemos lo dicho hasta aqui. Comenzamosmeesdo la hipotesis del
discreto, es decir, de una geometria discreta, lenoetexto de la matematica.
Observamos alli que la misma fue propuesta en bltarde la mecénica cuantica por
Heisenberg y utilizada mas recientemente en digecemtexto dentro de la teoria.
Presentamos luego algunas cuestiones referidamitd tlasico de la mecanica cuantica

con la clasica. Sefialamos entonces el probleni@sdecos negativos de la funcion de



Wigner y como puede tratarse matematicamente. Aegteimos entonces que tales
procedimientos matematicos, asi como otros aosalogjlizados en el limite con la
termodinamica, podian encontrar justificacion ehijpgtesis del discreto.

Como perspectiva para ulteriores desarrollosenoos que la asuncion del
caracter discreto del espacio con las caractasstamtes mencionadas permitiria
interpretar de forma natural el principio de indeti@acion de Heisenberg y recuperar,
en algunos modelos como el del &tomo de Bohr kddetrayectoria’.

A modo de conclusion, entonces, una propuestgtagms, mas no sea como

punto de vista heuristico, la hipotesis del disgreéamos a donde nos lleva.
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